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Pregled snovi

1. Freivaldsov algoritem
2. Kargerjev algoritem

3. Prastevilskost
o Fermatov mali izrek

o Solovay-Strassen
o Rabin-Miller
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Matricno mnozenje - verifikacija

vhod: matrike A, B, C dimenzijn X n
vprasanje: A x B = C?

Naivni pristop zmnozimo matriki A, B, primerjamo rezultat s C
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Freivaldsov algoritem

Rasins Freivalds (Latvijski
matematik)

Monte Carlo algoritem

O(n?)

ne poznamo deterministicnega

algoritma s tako dobrim casom
Izvajanja
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Postopek

vhod: A, B,C
1. Izberemo naklju¢ni vektor w € [0, 1]™
2. ¢ = Bw
3.y = Ax torej (y=(AB)w)
4.z =Cw

5. Ce z = yvrni True, sicer False
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1. AB = C' - odgovor True z verjetnostjo 1
2. AB # (), koliko je

P| algoritem odgovori True|?
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Verjetnost napake

D=AB-CinD+0

za nakljucni w:

AB-C =07
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Dokaz

Izrek: Naj bo D poljubna nenicelna matrika in w nakljucni 0-1 vektor, potem

1

P[Dw = 0] <
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Vsaj polovica vektorjev w da rezultat Dw # 0.

1. naj bo x vektor pri katerem je Dz = 0
2. naj bo x’ vektor, kjer je samo j ta komponenta negirana
3. Potem Dz’ £ 0, ker
Dz' = D(z +e;) = Dx 4+ De; = £De; # 0
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Najmanjsi prerez
vhod: Neusmerjen graf G = (V, E)
problem: 51, .55 razbitje V.
Prerez:
C ={(u,v) | u € S1,ve S}
Min:
C|
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Klasi¢ni pristop

e s-t pretoki in izrek "max-flow, min-cut"

e Vs,t : pozenemo nek algoritem za najvedji pretok
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Kargerjev algoritem

e enostaven, hiter, presenetljiv

e veliko upanje za nakljucnostne
algoritme

e uporabljan za
o analizo omrezij

o grucenje

o segmentacijo slik
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Osnovna ideja

Deterministicni algoritem: Nagamochi, Ibaraki (1992)
Ponavljaj (dokler nimamo zgolj dveh vozlisc):

1. detekcija povezave, ki je gotovo ni v najmanjsem prerezu (O(m))

2. zdruzitev krajisC te povezave (skrcitev)
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Izbirajmo povezavo povsem naklju¢no?
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Skrcitev

15



ANA

16



ANA

Algoritem

def min_cut(G=V,E):
while |V|>2:
u,v = nakljucna povezava iz E
G = contract(G, u, v)
return G # graf ima samo dve vozlisci, ki predstavljata particijo V
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Intuicija

Med izvajanjem imamo med vozlisci veckratne povezave
Vozlisca predstavjajo ze "delne prereze"
Vedji delni prerezi imajo vecjo verjetnost, da bodo zdruzeni

Manjsi prerezi imajo vecjo verjetno, da prezivijo skrcitve
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Nekaj oznak

n - stevilo vozlis¢, m - stevilo povezav grafa

d - najmanjsa stopnja vozlis¢a v grafu
C' - nek konkreten najmanjsi prerez

c - velikost najmanjsega prereza v grafu
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Lema o rokovanju

Za vsak neusmerjen graf G = (V,
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Spodnja meja za stevilo povezav v grafu

Najmanjsa stopnja je zgornja meja za minimalni prerez
c<9d

Ce poznamo minimalni prerez lahko ocenimo koliko je najmanj povezav v grafu:
nd _ nc

m> — > —
-2 2

21



ANA

Verjetnost uspeha

Naj bo S; dogodek, da smo v i-ti iteraciji izbrali povezavo e ¢ C.

P[ C ostane] = P[Sl]P[SQ‘Sl]P[Sg‘Slsg] c o P[Sn_l‘slsz c o Sn_g]
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Verjetnost uspeha S1, 53|51

Verjetnost, da s prvo izbiro unic¢imo C je:

C 2c
- Z - —
m C
P[S1] je torej (>):
2
| -
n

P[S3|S1] (presek je isti, vozlis¢e eno manj)
2
n—1

1 —
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Algoritem vrne C

2 2
P =(1— —)(1 —
| C ostane] = ( n)( —

oklepaje na skupni imenovalec

n—2. n—3.. n—4

P| C ostane] = ( )(

n n—1

okrajsamo:

P| C ostane| =

n(n — 1)
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Nekaj o implementaciji
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Zgodovina prastevilskosti

e iskanje faktorjev do v/n

e Eratostenovo reseto

e Fermatov mali izrek (1640)
e Solovay-Strassen (1977)

e Rabin-Miller (1976)

e AKS (2002)
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Skupno ogrodje

1. Izberemo stevilo a na intervalu
l<a<n-—1(ged(n,a) =1)

2. lzvedemo test (nek izracun v
modularni aritmetiki)

3. Ce je test negativen je a prica, da
je n sestavljeno stevilo

4. Ce je test pozitiven je n
prastevilo z dovolj veliko
verjetnostjo

Ko je test pozitiven, nn pa ni
prastevilo, je a lazniva prica
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Fermatov mali izrek

Izrek Ce je n prasteviloina € (1..n — 1), potem

a"'=1 (mod n)

problem: Carmichaelova stevila
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Eulerjev test

Izrek Naj bo . > 2 liho stevilo

n—1

n je prastevilo <= Va e (l.n—1):a 2

(%) je Jacobi-jev simbol
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Rabin-Millerjev test

Izrek n liho prastevilo <—
n—1=2°.d
kjer je d liho sStevilo in s > 1, mora veljati vsaj eden od naslednjih dveh pogojev:

e ¢ =1 (mod n)

e 3rc{0,1,2,...,5 — 1}, davelja:a®*? =n —1 (mod n)
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Algoritem
Razbijemon — 1 na
n—1=2°d
in izracunamo:
ad

Ce je to 1, vrnemo verjetno prastevilo, sicer kvadriramo:

a2 gt . g2d

Sestavljeno stevilo:a® =1zaxz < n
Verjetno prastevilo: ¢ = —1

31



ANA

Primer

39

88 =23 .11torejs =3ind =11
Testiranjez a = 2
91l _ 1

a="17
TH =37 7?71 =34 7411 =88 = —1
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Verjetnost napak

e Fermatov mali izrek: nezanesljiv zaradi Carmichaelovih stevil (661, 1105, ...)
vecina a-jev je laznivcev.

e Euler-jev kriterij. verjetnost napake je najvec 1/2

e Miller-Rabin: verjetnost napake je najvec 1/4.
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Primer

561
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Generiranje prastevil

k - bitno prastevilo
Ponavljamo:

e 1 = nakljucen niz 0 in 1 (zacne in konca se z 1) dolzine k
e Cen je verjetno prastevilo
o vrnemo n
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Prastevilski izrek

Stevilo prastevil na intervalu [1...n] je
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