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Pregled snovi

1. Nakljucnost v algoritmiki

2. Primeri
. quicksort

Ii. najvecji prerez
lii. 3SAT
iv. PZT

v. ujemanje v dvodelnih grafih
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Nakljucnost v algoritmiki

e poenostavitev algoritmov

e pohitritev algoritmov

e razbijanje vzorcev (nepredvidljivost)

e odpornost na napade

e boljsi izracuni spodnjih (zgornjih) mej

® razbijanje simetrij
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Zgodovina

1940 (projekt Manhattan)
metode poimenovane Monte
Carlo

1970 (Rabin-Miller) testiranje
prastevilskosti

1980-90 razredi racunske
zahtevnosti (BPP, ZPP, RP)

1990-00 presenetljive meje za
aproksimacijo

2010- ali je nakljucnost sploh
potrebna




ANA

Qsort

e Tony Hoare
e Deterministicne izbire pivota

e Analiza povprecne zahtevnosti
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Analiza pricakovanega casa izvajanja

Opazke:

1. Pri analizi porabe Casa stejemo st. primerjav
2. Zanima nas pricakovano stevilo primerjav
3. Dva elementa med sabo primerjamo najvec 1x (ko je en izmed njiju pivot)

4. Koliksna je verjetnost, da bomo dva elementa a; in a; med sabo primerjali?

Imejmo indikatorsko spremenljivko C};, ki pove ali se je zgodila primerjava med

elementoma a; in a;
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Verjetnost primerjave

1. Primerjava se zgodi, Ce je a; ali a; izbran za pivot
2. Ce je za pivot izbran @’ (a; < a’ < a;), ta dva elementa nikoli ne bosta primerjana

3. Kriti¢ni trenutek je torej, ali na intervalu [i, . . ., j| izberemo bodisi 7 ali j ali en

element vmes
2

j—i+1

Pla; primerjamo z a;| =
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Skupno stevilo primerjav
22,6
T >

Pricakovana vrednost te kolicine:

5(YX6) - XX me) - XY

T >t T >t T >t
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Najvecji prerez

S1, S5 razbitje V.

Prerez;

Maks:

G=(V,E)

C = {(u,v) ‘ u € S1,vE SQ}

C|
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Nakljucnostni algoritem

Vsako vozlisce naklju¢no damo v Sy ali Sy
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Analiza upanja

Ci; indikatorska spremenljivka - povezava je v prerezu

P|(i,7) je v prerezu| = +
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Verjetnost takega izida

Izrek: Verjetnost, da ima nakljucen prerez vsaj 5+ povezav je > 2m

Ideja dokaza

Pokazati moramo, da verjetnost ne more biti majhna, ce je upanje (povprecje) 2
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Primer

m = 1000 povezav =—> povprecje je 500 povezav
recimo, da se zgodi "najslabsi" scenarij

e 99.9% 499 povezav
e 0.1% 1000 povezav

Povpredje:
0.999 - 499 4 0.001 - 1000 = 499.501 < 500

Verjetnost, da izberemo prerez > 500 mora torej biti vecji od 0.1
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Dokaz

Najslabsi scenarij na splosno:
e (1 —P)prerez 5 —1

e Pprerezm

P-m+(1—P)%—1

Koliko je lahko P najmanj, da je upanje $e vedno m/2?

1
P> 5=

17
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Ojacanje rezultata

Izrek: Obstaja algoritem, z vhodom G =
n, k, ki vraca prerez (S1, S2), |(S_1,5_2)|

def large cut(G, k):
for _in 1..200%k*m:
X = nakljucen vektor iz {0,1}"n
(S1,S2) = get cut(G, x)
if [S1, S2|>= m/2:
return S1,S2
return None

\Z
> gz

E) in k > 0, polinomski v odvisnosti od
verjetnostjo > 1 — 27+
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Nakljucnost vs. Deterministicnost

e Fizikalni argument: vsak program je ze nakljucen zaradi zunanjih dejavnikov

e Algoritmi, kjer verjetnost napake pada eksponentno, so ekvivalentni
deterministicnim

19
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Dve vrsti nakljucnostnih algoritmov

e Monte Carlo
o Cas izvajanja je klasicen, izid ni optimalen
e Las Vegas
o izid je pravilen, optimalen, zanesljiv, Cas izvajanja odvisen od nakljucja

20
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3SAT z naklju¢jem

Groba ideja:

1. 1zberemo nakljucno dodelitev vrednosti spremenljivkam

2. lokalno izboljsujemo
. izberemo nakljucno klavzulo z vrednostjo 0

ii. v tej klavzuli nakljucnemu literalu spremenimo vrednost

21
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Walk3SAT

def walk3SAT(phi):
for 1 in 1..S:
X = nakljucen dvojiski vektor dolzine n
for j in 1..T:
if phi(x) == 1:
return Xx
unsat _clauses = [c for ¢ in phi and c[x] = 9]
11,12,13 = nakljucna klavzula iz unsat clauses
1 = nakljucéni literal izmed 11,12,13
x[1] = not x[1]
return "UNSAT"
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Analiza

e Cas izvajanja je O(S - T - poly(n))

e Kako dolociti S in T', da bo verjetnost napake dovolj majhna?
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Oznake:

e 7z x bomo oznacili neko trenutno dodelitev vrednosti
e z x* bomo oznacili neko dodelitev pri kateri ¢[x| = 1

e A(z,y)je Hammingova razdalja med dvema dodelitvama (binarna vektorja
dolzine n)
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Verjetnost lokalne izboljsave

Izrek: Verjetnost, da se razdalja zmanjsa za 1 v enem koraku je %
Dokaz Ko izberemo klavzulo (11,13, 13), ima vsaj ena spr. v tej klavzuli drugacno
vrednost v x kot v x*. Z verjetnostjo % izberemo to¢no to spremenljivko in A(z, z*)

zmanjsamo za 1.

25
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Zacetna A(x, x*)

Izrek: Verjetnost, da je A(z,z*) < 4 pri nakljuCnem z je

1
2
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e vsak vektory € {0,1}" ima
"dvojcka" y.
e A(z*,z*) =n

o Vy e {0,1}":
Ay,2") < 5 VA@Fz") < 7

27
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Ko izberemo "pravo" polovico:

NIs
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Zakljucek (Walk3SAT)

lzrek Najbo T' =100 - v/3" in § = 2.

Tedaj je verjetnost, da algoritem za zadovoljivo formulo ¢ vrne
UNSAT, najvec %

29
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Dokaz

1
23"

1.V eni iteraciji zunanje zanke uspemo najti ™ vsaj z verjetnostjo

2. Verjetnost, da v nobeniod 7' = 100 - V3" ponovitev ne uspemo najti je:

( 1 ) 100'\/§n 1 50 1 50
1— _ < <=
2v/3 2

pomozna neenakost

(1-4)k< i<l
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Testiranje nicelnosti polinoma (PZT)

Problem:
p(wlaw%”')mn) =0
x; € F

Denimo, da imamo polinom kot "c¢rno skatlo", zanima nas, Ce je enak nicelnemu
polinomu
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Ena spremenljivka

deterministicen algoritem: O(d)

1. Polinom stopnje d ima najvec d nicel.

2. Ce izberemo n + 1 razliénih vrednosti vy,
vrednostih, potemp = 0

..+, Vg41 inje p(v;) = 0 pri vseh

32



ANA

Ena spremenljivka

nakljuc¢nostni algoritem: O(1)
SCF,|S>2d

1. izberemo naklju¢no vrednost v € S
2. ¢e p(v) = 0vrnemo p =0
3.sicerp £ 0
Delez nicel polinoma je najvec % < %
e Ce p = 0 vedno dobimo vrednost 0 zato je izhod p = 0

v . . 1
e Ce p # 0vrnemo p # 0 z verjetnostjo > Bl
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Vec spremenljivk

Izrek (Schwartz-Zippel): Naj bo g € N in naj bo p : R® — R polinom s celostevilskimi
koeficienti stopnje deg(p) < d. Ce polinom p ni enak ni¢, potem ima najve¢ dg™ ! nicel
vV mnozici:

lq]" = {(zg,...,xpn_1) :x; €{0,...,q—1}}
Posledica:

Ce imamo nenicelni polinom p(x1, 2, ..., x,) stopnje d in vrednost vsake spr.
izberemo naklju¢no iz mnozice S.

d

P| polinom se ovrednotiv 0] < —

5]
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Popolno ujemanje

Problem PM
vhod: dvodelni graph G = (U, V, E)
vprasanje: Ali v G obstaja popolno

ujemanje’?
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Determinanta Tutte-jeve matrike

Leibnizova definicija determinante

det(A4) = Z sgn(o) Hai,g(i).
i=1

oesS,
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Primer 3 X 3

det(A) = 11022033 + 012023031 + @13021A32 — Q13022031 — 11023032 — A12021A33-
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det(A) =0-0-0+aip-axc-0+0-a34-a3g—0-0-0—0-a3c-asp—aip-ass-0=0.
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Algoritem

def has_perfect _matching(G=<U,V, E>):
A = matrika nicel dimenzije nxn
for 1,j in UxV:
if (i,j) ni povezava v grafu:
A[i,j] = ©
else:
A[i,j] = nakljuéno Stevilo na intervalu [0,

if det(A) == 0:
return False
else:
return True

, 2n-1 ]
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Kako s tem algoritmom dobimo dejanski prerez?
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