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PH, preroki, vezja
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Pregled snovi

1. Se nekaj rezultatov iz PH

2. AlternirajoCi Turingovi stroji
3. Turingovi stroji s preroki

4. Vezja

5. P/poly
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Kolaps polinomske hierarhije

I1zrek:

Intuicija dokaza:
Ce P = NP, vemo:
e P=NP=4P
e P=coNP=VP
¥o=3dVP =3P=P

N~
P

2=V 3P =VP =P
P
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Prikaz na primeru
SCIRC = {(C) | C je najmanjse vezje, ki racuna f.}

Opis resitve:

vC': |C'| < |C], 3z : C'(z) # C(x)



ANA

DIFFC = {(C1,C3) | vezjiracunata razlicni funkciji }

e DIFFC € NP
e P= NP — imamo polinomski algoritem za DIF F'C (recimo mu A)
e SCIRC potem lahko opisemo (SCIRC € coNP,SCIRC € Py

Ve A(C,C")
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Kolaps do nivoja 2

Izrek:
Ef — Hf —> PH = Ef

Intuicija dokaza:
Npr., e NP = coN P, vemo:

e JP =VP

=3 VP =33P =3P =NP
P

2=V 3P = VWP =VYP =3P =NP
v P
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3 -polnost

Problem A je ¥7-poln:

1.AeX)
Z.VBEEi:ngA
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Problem ¥ — SAT

vhod: mnozica n spremenljivk 1 . .. x, in particija te mnozice na k particij y1, - . -

ter kvantificirana formula:

Jy1VyeJys ... p(T1, .-, Tn)

» Yk
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Primer problema k = 2

L1,L2,L3
Y1 = {33175132}
Ya2 = {$3}

ElZIZl, L9 \V/ZI?3 .

((CEl V $3) A\ ($2 V _Img))
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3, — SAT je ¥ -poln problem
II7 — SAT je II; -poln problem

Dokaz: Zopet ponovimo Cook-Levinov dokaz.
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P H-polnost?

Trditev: Ce obstaja A, ki je PH-poln, potem polinomska hierarhija kolapsira (
41 : PH = Ef)

dokaz: A € PH, A€ %’

Obstajajo prevedbe iz vseh problemov v PH:
VBe PH:B<,A — BeX¥ — PHCY’
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PSPACFE in PH

Trditev: Ce PH = PSPACE, potem polinomska hierarhija kolapsira.

dokaz PSPACE ima poln problem, ¢e PH = PSPACFE ima tudi PH poln
problem, po prejsnji trditvi potem P H kolapsira.
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Alternativni orisi PH

e Alternirajoci Turingovi stroji

e Turingovi stroji s preroki
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Alternirajoci Turingovi stroji

e posplositev nedeterminizma
e NP
o kriterij za sprejetje d pot gy — qF
e coNP
o kriterij za sprejetje V pot, kjer se stroj ustavi gg — qr

e To posplosimo z oznako vseh vozlis¢ 4,V
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Definicija ATS

M = (Qa 2, T, q0, g)
g:Q — {V, 3, accept, reject}
rekurzivna definicija sprejemanja konfiguracije (a, q,a, 6)

1. g(q) = accept : M besedo sprejme
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Alternirajoci cas
ATIME(f(n)) = {L | L ima alternirajoci TS, ki porabi f(n) casa}

Polinomski alternirajoci problemi so:

AP = | JATIME(n')

AP = PSPACE
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37 alternirajoci TS

Ce omejimo Stevilo uporabljenih labeliranih vozlis¢ ¥V, 4 na 7, dobimo Ef alternirajoce
stroje.

2! = JEITIME(n")
k
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Preroki
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Motivacija
e recimo, da imamo dostop do zelo ucinkovitega preroka za SAT (ORACLE_SAT)

e Ocitno znamo resiti vse probleme iz N P v polinomskem casu

e Enako velja za probleme iz coN P

e A znamo resiti kar vse probleme v PH?
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Koda za HC

def HC(G):
phi = prevedbaHC(G)
return ORACLE_SAT(phi)
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Koda za HC

def coHC(G):
phi = prevedbaHC(G)
return not ORACLE_SAT(phi)
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Koda za CHROMA4

Problem: Ali je kromatsko Stevilo grafa 4?

def CHROM4(G):
phil = prevedbad4COL(G)
phi2 = prevedba3COL(G)
return ORACLE_SAT(phil) and not ORACLE_SAT(phi2)
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Koda za SCIRC?
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Prerok # algoritem

Prerok ne povroci sesutja polinomske hierarhije.
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Turingovi stroji s preroki

| prerogki trak J
Q

| ( delovni trak
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Definicija TS z B-prerokom

MB p— (Q, 2, F, 5, qque'ry7 desa q'no)

Standarden Turingov stroj, s tremi posebnimi stanji

Funkcija prehodov
§: (Q\{qquery}) XT — Q X I'* x {L,R,S}*
Ko stroj skoci v stanje qquery, prerok za problem B poskrbi, da je naslednje stanje gyes

ali gno
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Razred P5AT

PSAT — ([ | L resljiv v poli. éasu na SAT — preroskem stroju M °4T
J

NP g PSAT
coNP C PSAT
CHROM4 ¢ PSAT
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Posplositev

PP = {L | L resljiv v poli. éasu na B — preroskem stroju M "}

posebna notacija
PB C P54T . ¥YB ¢ NP (zato uporabljamo notacijo PF)
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Polinomska hierarhija in preroki

-
PNP C I
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Vezja
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Motivacija

standarden model je Turingov stroj
moderno racunanje pa je implementirano z vezji
kako formalno modelirati racunanje z vezji

kaksni rezultati sledijo iz teh modelov
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Primer
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Primer (AND)

AND = {{x1,x2,...,@p) | Ty AT2 A ... N2y}
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Primer (pariteta)
PARITY = {{(x1,22,...,%,) | navhodu je liho stevilo enic}
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Primer (vecina)
MAJORITY = {{(z1,22,...,T,) | navhodu je vsaj polovica enic}$$
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Model Booleovih vezij

Vezje C' = (V, F) je usmerjen acikli¢en graf:

1. imamo n vhodnih vozlisc (vozlis¢ z vhodno stopnjo 0)
2. eno vozlisce z izhodno stopnjo 0, ostala vsaj 1

3. ne-vhodna vozlisca so oznacena z A\, V, —.

4. A\ in V vozlisca imajo vhodno stopnjo 2, — pa
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Metrike vezja

1. Stevilo vrat

2. najdaljsa pot od vhodnega do izhodnega vozlisca (globina)
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Splosnost vezja

e vezje je definirano za fiksno dolzino vhoda

e da bi resevali nek splosen problem, definiramo druzino vezij
C ={Cy, (C1,C,,...}

kjer ima vezje C,, n vhodov
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Jezik druzine vezij

Druzina vezij C = {Cy, C1, Cs, ...} razpoznava jezik L C {0,1}*, ce Vw € {0,1}*
velja:

we L <— C‘w‘(w)zl
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Razred kompleksnosti
SIZE(f(n)) = {L | izracunljiv z druzino vezij velikosti O(f(n))}
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Polinomska vezja

P/poly = U SIZE(n")

46



ANA

Vezja z log globino

NC' je razred vezij, ki ima polinomsko velikost in globino O(log" n)
Nickov razred je definiran kot:

NC:UN@
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Nekatere znane vsebovanosti:

P C P/poly

NP C P/poly = polinomska hierarhija kolapsira
coNP C P/poly = polinomska hierarhija kolapsira
L C NC

NCCP
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P/polt/

49



ANA

Waterloo teorije racunske zahtevnosti

Shannonov rezultat - skoraj vse dvojiske funkcije potrebujejo vezje velikosti vsaj
2" /n

ideja: gotovo najdemo eno [N P-polno funkcijo, ki nujno potrebuje eksponentno
MNogo vrat

Trenutno najboljsa spodnja meja za tezek problem je 3.011n

"Naravni dokazi" za spodnje meje vezij so neuporabni za vprasanje P = NP
(dokazano 1994)
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